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略解を示す。

1 f(x) = x2, g(x) = 1− cosx，F (x) = f(x)− g(x)とおく。

F ′(x) = 2x− sinx

F ′′(x) = 2− cosx > 0

したがって，0 ≦ x ≦ π/2において F ′(x)は単調に増加する。F ′(0) = 0より，0 < x ≦ π/2において F ′(x) > 0
であるため 0 ≦ x ≦ π/2 において F (x) は単調に増加する。また，F (0) = 0 より，0 < x ≦ π/2 において
F (x) > 0となる。よって，0 < x ≦ π/2において f(x) > g(x)であり，領域 D は図のようになる。
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y 軸と直線 y = 1および y = f(x)で囲まれた領域を y 軸のまわりで回転させてできる回転体の体積を V1 とす
ると，

V1 = π

∫ 1

0

x2dy

= π

∫ 1

0

ydy

= π

[
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y2
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0

=
π
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また，y軸と直線 y = 1および y = g(x)で囲まれた領域を y軸のまわりで回転させてできる回転体の体積を V2

とすると，曲線 y = g(x)において y が 0から 1まで変わるとき，xは 0から π/2まで変わるので，

V2 = π

∫ 1

0

x2dy

= π

∫ π/2

0

x2g′(x)dx

= π

∫ π/2

0

x2 sinxdx

= π

{[
−x2 cosx

]π/2

0
+

∫ π/2

0

2x cosxdx

}

= π

{
[2x sinx]π/2

0 −
∫ π/2

0

2 sinxdx

}
= π2 − 2π

したがって，求める体積 V は V = V2 − V1 = π2 − 5

2
π である。



2
(1) z = a+ bi，w = c+ diとおく。ただし，a, b, c, dは実数，iは虚数単位とする。

(|z|+ |w|)2 − |z + w|2 =
(√

a2 + b2 +
√

c2 + d2
)2

−
(
(a+ c)2 + (b+ d)2

)

= 2
(√

a2 + b2
√

c2 + d2 − (ac+ bd)
)

· · · 1○

ここで，
(√

a2 + b2
√

c2 + d2
)2

− (ac+ bd)2 = (a2 + b2)(c2 + d2)− (a2c2 + 2abcd+ b2d2)

= a2d2 + b2c2 − 2abcd

= (ad− bc)2 ! 0

√
a2 + b2

√
c2 + d2 ! 0より，

√
a2 + b2

√
c2 + d2 ! |ac+ bd| ! ac+ bd · · · 2○

1○と 2○ より (|z|+ |w|)2− |z+w|2 ! 0である。したがって，|z|+ |w| ! 0より |z|+ |w| ! |z+w|が成り立つ。
(2)(a)

I =

∣∣∣∣
αβ + βγ + γα
α+ β + γ

∣∣∣∣

とおく。条件より |α| = |β| = |γ| = 1であるから，
I2 =

(αβ + βγ + γα)(ᾱβ̄ + β̄γ̄ + γ̄ᾱ)

(α+ β + γ)(ᾱ+ β̄ + γ̄)

=
|α|2|β|2 + |β|2|γ|2 + |γ|2|α|2 + α(β̄ + γ̄) + β(γ̄ + ᾱ) + γ(ᾱ+ β̄)

|α|2 + |β|2 + |γ|2 + α(β̄ + γ̄) + β(γ̄ + ᾱ) + γ(ᾱ+ β̄)

=
3 + α(β̄ + γ̄) + β(γ̄ + ᾱ) + γ(ᾱ+ β̄)

3 + α(β̄ + γ̄) + β(γ̄ + ᾱ) + γ(ᾱ+ β̄)

= 1

I ! 0より，I = 1である。
(2) (b)

|α(β + 1) + β(γ + 1) + γ(α+ 1)| = |αβ + βγ + γα+ α+ β + γ|
" |αβ + βγ + γα|+ |α+ β + γ| ((1)より)

= |α+ β + γ|+ |α+ β + γ| ((2)(a)より)

= 2|α+ β + γ|

したがって，|α(β + 1) + β(γ + 1) + γ(α+ 1)| " 2|α+ β + γ|が成り立つ。
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(1) C1, C2 に着目して三平方の定理を用いると(

1− 1

4

)2

+ (x2 − 1)2 =

(
1 +

1

4

)2

であるから (x2 − 1)2 = 1である。条件より，x2 > 1であるから x2 = 2が成り立つ。

(2) n ≧ 3のとき，Cn−1，Cn に着目して三平方の定理を用いると

(xn−1 − xn)
2 + (rn−1 − rn)

2 = (rn + rn−1)
2

よって，(xn−1 − xn)
2 = 4rnrn−1 である。条件より，xn−1 > xn であるから

xn−1 − xn = 2
√
rn−1rn · · · 1○

が成り立つ。

(3) n ≧ 3とする。C1 と Cn−1 に着目して三平方の定理を用いると

(xn−1 − 1)2 + (1− rn−1)
2 = (1 + rn−1)

2

であるから，(xn−1 − 1)2 = 4rn−1 である。Cn−1 の作り方より xn−1 > 1 であるから，xn−1 = 1 + 2
√
rn−1

（n ≧ 3）が得られる。 1○に xn−1 = 1 + 2
√
rn−1 および xn = 1 + 2

√
rn（n ≧ 3）を代入すると

1 + 2
√
rn−1 − (1 + 2

√
rn) = 2

√
rn−1rn

であるから，√
rn−1 −

√
rn =

√
rn−1rn が得られる。

(4) n ≧ 3とする。rn−1 > 0，rn > 0より，(3)で得られた等式の両辺を √
rn−1rn で割ると

1√
rn

− 1
√
rn−1

= 1

n ≧ 2のとき，sn =

√
1

rn
とおくと，数列 {sn} は初項 s2 =

1√
r2

= 2，公差 1の等差数列であるから

sn = 2 + (n− 2) = n

よって，
√

1

rn
= n である。したがって，n ≧ 3のときも rn =

1

n2
が成り立つ。


