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【教育・経済学部　解答例（略解）】�� ��1 (1) △ABD と線分 EF に対してメネラウスの定理を適用すれば，
1 =

BF

FD
· GD

AG
· AE
EB
となる．仮定から BF

FD
=

12

7
，AE

EB
=

2

3
であるから

1 =
12

7
· GD

AG
· 2
3
=

8

7
· GD

AG
. 故に GD

AG
=

7

8
.

AD = AG+GDであるから
AD

AG
=

AG

AG
+

GD

AG
= 1 +

GD

AG
=

15

8
. 答え： AD

AG
=

15

8
.

(2) △EBF と線分 DA に対してメネラウスの定理を適用すれば，1 =
BA

AE
· EG
GF

· FD
DB
．仮定から

BA

AE
=

5

2
，FD

DB
=

7

5
であるから

1 =
5

2
· EG
GF

· 7
5
. 故に EG

GF
=

2

7
. 答え： EG

GF
=

2

7
.

(3) △ABC と線分 EF に対してメネラウスの定理を適用すれば，1 =
BA

AE
· EH
FH

· FC
CB
．仮定から

BA

AE
=

5

2
，FC

CB
=

1

5
であるので，

1 =
5

2
· EH
FH

· 1
5
. 故に FH

EH
=

1

2
. 答え： FH

EH
=

1

2
.

(4) 仮定から AG =
4

3
HF · · · ① 他方，(2)，(3)より

7EG = 2GH+ 2HF かつ 2HF = EG+GH. (∗)

これらから GH の項を消去すれば，HF =
3

2
EG．このことと①より，AG = 2EG · · · ② 他方，四角

形 EBDGが円に内接していることから，方べきの定理より AE · AB = AG · ADであるが，仮定から
AB =

5

2
AEであり，(1)から AD =

15

8
AGであるので

5

2
(AE)2 = AE ·AB = AG ·AD =

15

8
(AG)2. 故に (AE)2 =

3

4
(AG)2.

従って②より，(AE)2 + (EG)2 = (AG)2 となるので ∠AEG = π/2である．四角形 EBDGが円に内接
するから，△ADB = π −△AEG =

π

2
となり，△AEGと△ADBは相似である．更に△ADCも直角

三角形であり，BD = CDであるから△ADBと△ADCは合同である．よって△ABCの各頂点の角度
はいずれも π

3
となり，△ABCは正三角形である．

(5) 点 Hを通り ADと平行な直線と，直線 BCの交点を Iとする．△FGD

と△FHIは相似である．(∗)から EGを消去すると，HG =
4

3
HF．すなわ

ち HG : FH = 4 : 3．故に FG : FH = 7 : 3．従って GD : HI = 7 : 3．す
なわち GD =

7

3
HI．他方，(1)より

GD = AD−AG = AD− 8

15
AD =

7

15
AD.

よって AD =
15

7
GD =

15

7
· 7
3
HI = 5HI．それ故，

2S1 = BC ·AD = 5CF · 5HI = 25CF ·HI = 25 · 2 · S2.

従って S2

S1
=

1

25
． 答え： S2

S1
=

1

25
.



�� ��2 (1) 等比数列 {an}の公比は
a2
a1

=
β

α
であり，{bn}の公差は b2 − b1 = β − αであるから，

a3 =

(
β

α

)
a2 =

(
β

α

)2

a1 =
β2

α
, b3 = (β − α) + b2 = 2(β − α) + b1 = 2β − α.

故に
a3 − b3 =

β2

α
− 2β + α =

1

α

(
β2 − 2αβ + α2

)
=

1

α
(β − α)2 > 0.

すなわち a3 > b3．

(2) {an}の一般項は an =

(
β

α

)n−1

a1 =
βn−1

αn−2
であるから

(an+1 − bn+1)− (an − bn) = an+1 − an − (bn+1 − bn) =
βn

αn−1
− βn−1

αn−2
− (β − α)

=
βn − αβn−1

αn−1
− (β − α) =

βn−1(β − α)

αn−1
− (β − α)

=
(β − α)(βn−1 − αn−1)

αn−1
.

答え： (an+1 − bn+1)− (an − bn) =
(β − α)(βn−1 − αn−1)

αn−1
. 　　　　

(3) 正の整数 nに対して，An = (β − α)(βn − αn)と置き，数学的帰納法を用いて An > 0であること
を示す．明らかに A1 = (β − α)2 > 0 である．An > 0であると仮定する．(β − α)2βn > 0であるか
ら，このとき

An+1 = (β − α)(βn+1 − αn+1) = (β − α)(ββn − ααn)

= (β − α)(ββn − αβn + αβn − ααn)

= (β − α) {(β − α)βn + α(βn − αn)}
= (β − α)2βn + αAn > 0.

従ってすべての 2以上の整数 nに対して An−1 > 0．それ故 (2)より，

(an+1 − bn+1)− (an − bn) =
(β − α)(βn−1 − αn−1)

αn−1
=

An−1

αn−1
> 0.

すなわち，an+1 − bn+1 > an − bn (n = 3, 4, 5, . . .)．(1)より a3 > b3 であり，an > bn を仮定すれば，
an+1 − bn+1 > 0となる．すなわち an+1 > bn+1．従って（数学的帰納法より），すべての 3以上の nに
対して an > bn となる．



�� ��3 (1) 2倍角の公式より

sin2 θ = 4 sin2
θ

2
cos2

θ

2
= 4

(
1− cos2

θ

2

)
cos2

θ

2
= 4(1− x2)x2

cos θ = 2 cos2
θ

2
− 1 = 2x2 − 1

であるから，x ≧ 0であることより

f(θ) = 8
(
1− x2

)
x2 − 3

(
2x2 − 1

)
+
√

2{1 + (2x2 − 1)}+ 1 = −8x4 + 2x2 + 2x+ 4.

答え： f(θ) = −8x4 + 2x2 + 2x+ 4.

(2) θが 0 ≦ θ < 2π の範囲を動くとき，xは 0 ≦ x ≦ 1の範囲を動く．g(x) = −4x4 + x2 + x+ 2と置
いて，0 ≦ x ≦ 1の範囲での g(x)の増減を調べる．

g ′(x) = −16x3 + 2x+ 1 = −
(
x− 1

2

)(
16x2 + 8x+ 2

)
= −(2x− 1)(8x2 + 4x+ 1).

従って y = g(x)の増減は次の表のようになる．

x 0 1
2 1

g ′(x) 1 + 0 − −13

g(x) 2 ↗ 5
2 ↘ 0

0 ≦ x ≦ 1の範囲での g(x)の最大値は 5

2
であり，最小値は 0である．従って，0 ≦ θ < 2π の範囲での

f(θ)の最大値は 5，最小値は 0である．
f(θ)が最大となるのは，x =

1

2
となるとき，すなわち，

∣∣∣∣cos θ2
∣∣∣∣ = 1

2
となるときであるが，0 ≦ θ < 2π

であるから，
∣∣∣∣cos θ2

∣∣∣∣ = 1

2
となるのは，

θ =
2π

3
または θ =

4π

3

となるとき，そのときに限る．従って f(θ)が最大値 5を取るのは，θ =
2π

3
または θ =

4π

3
のときで

ある．
f(θ)が最小となるのは，x = 1となるとき，すなわち

∣∣∣∣cos θ2
∣∣∣∣ = 1となるときである．0 ≦ θ < 2π で

あるから，
∣∣∣∣cos θ2

∣∣∣∣ = 1となるのは，θ = 0のとき，そのときに限る．従って f(θ)が最小値 0を取るの
は，θ = 0のときである．

答え： f(θ)は θ = 0のとき最小値 0を取り，θ =
2π

3
または θ =

4π

3
のとき最大値 5を取る．


