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�� ��1 (1) X = x2 と置けば，x6− 3x4+3x2− 1 = X3− 3X2+3X − 1 = (X − 1)3 = (x2− 1)3．従って

P (x) = (x2 − 1)3x3(x2 + 1)(x2 + 2)(x2 + 3)

となり，P (x)は x2 − 1で割り切れる．

(2) 6480は 24 · 34 · 5のように素因数分解される． 答え：6480 = 24 · 34 · 5.

(3) まず P (n) が 24 の倍数であることを示す．連続する 2 つの整数のうち一方は 2 の倍数であるか
ら (n − 1)nは 2の倍数である．(n2 − 1)3n3 = (n + 1)3(n − 1)3n3 と書けるので，(n2 − 1)3n3 は 23

の倍数である．更に (n2 + 1)(n2 + 2) も連続する 2 つの整数の積であるから 2 の倍数である．よって
P (n) = (n2 − 1)3n3(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3)は 24 の倍数である．

次に P (n) が 34 の倍数であることを示す．連続する 3 つの整数のうち 1 つは 3 の倍数であるから，
(n− 1)n(n+ 1)は 3の倍数である．(n2 − 1)3n3 = (n− 1)3n3(n+ 1)3 と書けるので，(n2 − 1)3n3 は
33 の倍数である．更に (n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3) も 3 つの連続する整数の積であるから 3 の倍数であ
る．よって P (n) = (n2 − 1)3n3(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 + 3)は 34 の倍数である．

最後に P (n)が 5の倍数であることを示す．連続する 5つの整数のうち少なくとも 1つは 5の倍数であ
るから (n2−1)n2(n2+1)(n2+2)(n2+3)は 5の倍数であり，P (n) = (n2−1)3n3(n2+1)(n2+2)(n2+3)

も 5の倍数である．

P (n)は 24の倍数，34の倍数，かつ，5の倍数であり，2, 3, 5は互いに素であるから，24 ·34 ·5 = 6480

の倍数である．
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I1 を計算するために，t = sinxとして置換積分法を用いる．0 ≦ x ≦ π
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√
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(2) n ≧ 2のとき，
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(3) (2) の漸化式と (1) の計算結果より
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他方，(2) より I5 = 2
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�� ��2 (1) 直線 BH が直線 AC と交わる点を P とし，直線 AH が直線 BC と交わる点を Q とする．
このとき
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2
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となる．他方，△ABC は AB = AC(= 1) であるような二等辺三角形であ
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QC =
1

2
· BC =

1

2

√
2− 2 cos θ.

従って
AQ = QC · tan π − θ

2
=

1

2

√
2− 2 cos θ tan

π − θ

2
.

よって△AQCの面積は，

1

2
·QC ·AQ =

1

2

(
1

2

√
2− 2 cos θ

)2

tan
π − θ

2
=

1

4
(1− cos θ) tan

π − θ

2

であり，△HQCの面積は
1

2
T (θ) =

1

4
(1− cos θ) tan

θ

2

となる．故に

S(θ) = △AQCの面積−△HQCの面積 =
1

4
(1− cos θ)

(
tan

π − θ

2
− tan

θ

2

)
.

他方，
tan

π − θ

2
=

sin
(
π
2 − θ

2

)
cos
(
π
2 − θ

2

) =
sin π

2 cos θ
2 − sin θ

2 cos
π
2

cos π
2 cos θ

2 + sin π
2 sin θ

2

=
cos θ

2

sin θ
2

.

よって
tan

π − θ

2
− tan

θ

2
=

cos θ
2

sin θ
2

−
sin θ

2

cos θ
2

=
cos2 θ

2 − sin2 θ
2

sin θ
2 cos

θ
2

=
2 cos θ

sin θ
.

テキストボックス
3

ノート注釈
 : Accepted

ノート注釈
 : None



sin θ > 0であるので，sin θ =
√
1− cos2 θ，従って t = cos θ と置けば，

S(θ) =
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=
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=
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従って，0 < t < 1の範囲で，関数 f(t) =
t2(1− t)2
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答え： S(θ)2 の最大値は 5
√
5− 11

8
.

(3) t = cos θ と置けば，tは 0 < t < 1の範囲を動き，(2)で示した通り S(θ) =
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2
√
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となる．
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かつ 0 < t < 1であるような tの範囲を求めればよい．① の両辺を 2乗して変形すれば，

12t4 − 24t3 + 13t2 − 1 ≧ 0.

左辺は (t− 1)(12t3 − 12t2 + t+ 1)と因数分解されるから

12t3 − 12t2 + t+ 1 ≦ 0 · · · · · · · · · ②

かつ 0 < t < 1であるような tの範囲を求めればよい．更に ② の左辺は
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のように変形（因数分解）される．0 < t < 1の範囲で t− 3−
√
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> 0であるから，この範囲で ② が
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(
t− 3 +

√
33

12

)
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（かつ 0 < t < 1）となることである．よって求める t = cos θ の範囲は，1

2
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√
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．

答え： 求める cos θ の値の範囲は 1
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≦ cos θ ≦ 3 +

√
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